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Bootstrap与变权重相结合的
多模型综合预测方法
袁修开，陈斌
(厦门大学 航空航天学院，福建厦门 361005)
摘要:为了更好地估计构件的疲劳寿命，一种较好的策略是将几个合适模型进行合并预测，但传统
合并预测的权重值为确定值，随着对预测精度要求的提高，变权重模型合并预测方法逐渐受到重
视。但在工程中仅估计出预测结果还不足以提供充分的决策信息，进一步得到置信区间显得很有
必要。本文提出一种基于 Bootstrap与变权重的多模型综合置信区间预测方法，运用 Bootstrap 对合
并数据进行再抽样，依据再抽样样本，采用变权重合并方法得到各项模型的权重函数，将各预测模
型合并起来，最后通过百分位数法预测得到预测置信区间。将该方法用于工程算例中进行了验证，
说明本文方法的合理性和可行性。
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Multi-model Comprehensive Forecasting Method Combined
with Bootstrap and Variable Weight
Yuan Xiukai，Chen Bin
(School of Aerospace Engineering，Xiamen University，Fujian Xiamen 361005，China)
Abstract:To predict the fatigue life of the component accurately，a good strategy is to combine several suitable
models for the prediction，but the weight value of the traditional method is a determined value． In order to improve
the prediction accuracy，weight changeable combination forecasting method has been paid more and more attention．
However，estimating the predicted results in the project is not sufficient to provide adequate decision information，
and it is necessary to estimate the confidence interval． This paper presents a multi-model comprehensive confidence
interval forecasting method based on Bootstrap and variable weight． Bootstrap is used to sample the combined data，
based on the re-sampling samples，the weights of each model are obtained by variable weight combining method，
and finally the confidence interval is predicted by the quantile method． The method is applied to the engineering
example to verify the rationality and feasibility of the proposed method．
Keywords:Bootstrap;model combination;variable weight;confidence interval
在工程中，系统响应的预测问题变得越来越重
要［1］。但由于模型不确定性［2-4］的存在，使得预测
问题变得更加复杂。对一个现实物理系统，由于认
知的不足往往导致描述结构响应的模型或函数存在
不确定性，即可能存在两个或者更多的近似模型。
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传统的分析处理方法是从所有考虑的模型中选择一
个最准确的模型来近似系统。然而，这种方法虽然
简单但也存在一定风险。而相关文献表明［5］，综合
考虑多个可选模型的预测结果会带来更为稳健的分
析结果。
关于多模型的合并预测问题，研究也较为广泛。
在模型合并预测中，一般是将各备选模型以一定的
权重来加以合并，而问题的关键在于各模型权重确
定。Bates等［6］在 1969年首次提出基于多模型的合
并预测方法。后来，逐步发展了可以用于模型合并
的 AIC、BIC、Mallows' Cp、交叉验证信息和集中信
息［7-11］，即权重的确定方法。如 Hansen［9］则建议通
过最小化 Mallows' Cp 来确定权重系数。Claeskens
等［11］则提出基于集中信息准则来确定各模型的权
重。这些大部分应用于统计、经济领域，在结构工程
领域，合并预测应用还较少。此外在多模型合并预
测中，权重还有确定性权重和变权重之分。如疲劳
裂纹扩展预测［12］，有些预测方法在低应力比时有较
好的准确度，但随着应力增加，预测会有较大失真。
确定性的权重合并预测模型有时候不能很好的反映
实际情况，如将权重取值与变量取值关联起来，一定
程度上可提高预测精度。如唐小我等［13］通过使预
测误差极小化来确定权重系数的变权重合并预测方
法。需要指出的是，上述确定性权重和变权重方法
得到的预测大多为确定性的值，而没有得到置信区
间预测。这些预测结果有时还不足以提供充分的决
策信息。
本文提出一种基于 Bootstrap 与变权重的多模
型综合预测方法，它将 Bootstrap 方法与变权重模型
合并预测相结合，能够获得预测的置信区间。方法
中 Bootstrap方法求解置信区间具有不需要知道总
体分布的优点，而变权重模型合并方法又能够将权
重取值与变量取值关联起来提高预测精度。该方法
通过 Bootstrap方法对合并数据进行有放回的再抽
样，再对所得到的再抽样样本数据进行变权重模型
合并预测，进而对每个数据点的预测结果采用百分
位法求得预测置信区间，提高了预测的合理性和可
信度。所提方法是对变权重模型合并预测的进一步
补充和完善。
1 Bootstrap及变权重相结合的多模型
合并预测方法
所提方法包含两个基本的步骤，Bootstrap 与变
权重的多模型综合，首先将给出变权重预测方法，其
次再给出基于 Bootstrap的区间预测。
1．1 变权重模型合并预测方法
1．1．1 权重函数
假设有 m个预测模型
g1(x)，g2(x)，…，gi(x) i = 1，2，…，m (1)
建立变权重的多模型合并预测总模型可以表示为
gAcp(x)=∑
m
i = 1
wi(x)gi(x) (2)
式中:x为已知的模型参数或变量;wi(x)为第 i个模
型在参数 x的权重函数。假设权重函数 wi(x)为连
续函数，其可为如下形式的 t次多项式形式，即
wi(x)= pi0 + pi1x + pi2x
2 + … + pitx
t i = 1，2，…，m
(3)
其中 pit 为权重函数的权系数。为了保证合并预测
的合理预测，权重值 wi(x)应满足如下条件:
∑
m
i = 1
wi(x)= 1
0≤ wi(x)≤ 1 i = 1，2，…，m (4)
1．1．2 权重函数求解方法
模型合并的关键在于确定权重函数 wi(x)，也
就是确定权系数 pit。 目前确定权重函数的方法有
很多［13-15］，本文采用优化方法对权重函数进行求
解，通过计算预测总模型的预测误差平方和，使预测
误差平方和极小化对权重函数进行求解并建立变权
重合并预测总模型。
首先建立优化问题来求解各项单模型的权重
函数:
min ∑
N
j = 1
(Dyj － gAcp(xj))
2
s．t． ∑
m
i = 1
wi(xj)= 1
0≤ wi(xj)≤ 1
(5)
式中:Dyj为第 j个实际试验数据，j = 1，…，N，N为试
验数据总个数。通过对上述优化问题求解，即使预
测误差平方和极小化求得每个模型的权重函数
wi(x)的待定系数:
min ∑
N
j =1
( Dyj －∑m
i =1
(pi0 +pi1xj + pi2x
2
j +… +pitx
t
j)gi(xj)) 2
s．t．
∑
m
i = 1
(pi0 + pi1xj + pi2x
2
j + … + pitx
t
j)= 1
for j = 1，…，N
0≤ pi0 + pi1xj + pi2x
2
j + … + pitx
t
j ≤ 1
for j = 1，…，N





(6)
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经过优化得到待定系数为
p^i0，p^i1，…，p^it
i = 1，2，…，m
(7)
得到权重函数 wi(x)的表达式为
w^i(x)= p^i0 + p^i1x + … + p^itx
t (8)
由于没有对 w^i(x)进行约束或者一些误差，可
能导致最后求出的权重可能为负，可能为正，或者 m
个模型的权重之和可能不为 1。于是，需要对权重
函数进行归一化处理，即
l^ i(x)=
w^i(x) w^i(x)＞ 0
0 w^i(x)≤ 0{ (9)
wi(x)=
l^ i(x)
∑
m
i = 1
l^ i(x)
i = 1，2，…，m (10)
基于归一化权重函数建立变权重模型合并预测
总模型
gAcp(x)=∑
m
i = 1
wi(x)gi(x) (11)
1．2 Bootstrap方法估计置信区间
Efron［16］于 1779 年最早提出 Bootstrap 方法，
并对 Bootstrap 方法做出了一系列 的 相 关 研
究［17-18］。Bootstrap 方法是一种有放回的再抽样
方法，其基本思想是用 Bootstrap 样本的经验分布
函数作为未知总体分布函数的近似估计，而不对
模型做任何假设，对样本数据运用再抽样技术来
计算统计量和估计 Bootstrap 样本分布，并将结果
用于统计推断，如估计统计量的均值、标准误差
和置信区间等。
Bootstrap 的再抽样方法包含 3 种方法［19］:
参数化抽样方法，半参数抽样方法和非参数抽
样方法。当假定数据服从的总体分布已知时，
就可以采用参数化抽样方法对统计量进行统计
推断，此时样本从假定的总体分布中抽取。当
对观测数据进行拟合的模型已确信时，且残差
为独立同分布时，这种情况就可以采用半参数
抽样方法。当数据的总体分布未知时，可采用
非参数抽样方法进行统计推断，利用经验分布
函数对总体分布进行估计，此时估计参数的抽
样样本分布从经验分布函数中抽取，做有放回
的再抽样，得到的新样本的容量与原来的样本
容量大小一致，且样本中的每一个观测数据以
等概率出现，称为 Bootstrap 样本。上述 3 种再
抽样方法中，当对总体分布函数的形式比较确
信时，参数化和半参数抽样方法通常比非参数
抽样方法更有效率，但是，在实际中数据信息的
获取的不完全性，在此基础上使用再抽样方法
进 行 统 计 推 断，会 导 致 误 差 的 产 生。
Davision［20］等证明参数化抽样方法对样本的质
量要求较高，由于样本数据往往并不能充分反
映总体模型的分布，所以很难获得满意的统计
量分布。因而非参数抽样方法更适合应用于小
样本或者对总体分布函数的形式未知的场合。
在本文中，应用 Bootstrap 的非参数抽样方法
来获得预测的 Bootstrap 样本，进而获得区间预
测。基本步骤如下:
步骤 1 数据的获取与处理
运用 Bootstrap 方法对合并数据进行 K 次再抽
样，得到 K组再抽样样本数据
Xb =［xb1，x
b
2，…，x
b
N］ b = 1，2，…，K (12)
步骤 2 建立变权重的多模型合并预测总模型
对每一组 Bootstrap再抽样样本 Xb，基于上述多
模型变权重合并预测方法建立变权重 wi(x)及预测
总模型，并求解得到了 Bootstrap预测样本:
yj = gAcp(xj) (13)
Yb =［yb1，y
b
2，…，y
b
N］ (14)
步骤 3 获得区间预测
使用得到的 K组变权重模型合并预测结果，采
用百分位法，可得到变权重模型预测方法的百分位
置信区间预测。
运用 Bootstrap 方法估计置信区间的方法有
很多种，Timmerman 指出经验百分位方法的估
计误差将以
1
槡n
的速度趋近于 0［19］。采用经验百
分位数方法估计置信区间。经验百分位数方法
估计置信区间的基本步骤是:对 Yb 按列进行从
大到小排序，由经验百分位法得到各个数据点
预测值的置信水平为 1 － α 的置信区间估计为
［ybj，α /2，y
b
j，1－α /2］，j = 1，2，…，N，b = 1，2，…，K。
其中置信区间的上界和下界为经验百分位数，
分别对应于每个数据点的预测结果的第 K × 0．5a和
K × (1 － 0．5a)第个值。
本文所提基于 Bootstrap 与变权重的多模型综
合预测方法具体流程如图 1所示。
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图 1 所提预测方法流程
2 算例
2．1 算例 1
为了验证所提算法的可行性，通过对工程算例
中的问题进行分析，基于 Bootstrap 方法求解权重函
数的变权重模型合并预测结果与直接固定加权法的
预测结果一起进行分析来验证所提方法的适用性。
在特定环境下对钢骨混凝土试样进行蠕变试
验［21］，记录随时间变化试样中发生的蠕变量，得到
待处理的钢骨混凝土蠕变量数据如表 1，取 K =
1 000，运用 Bootstrap方法对合并数据进行 1 000 次
再抽样，得到 1 000 组再抽样样本数据。数据分成
两个部分，前 28 d试样中发生的蠕变量作为合并区
域数据，用于求解权重函数;90 d 之后发生的蠕变
量作为预测区域的数据，用于和预测结果进行对比
验证。
表 1 算例 1 特定时间步长测定的蠕变系数
加载后混凝土
的龄期 /d
实测蠕变系数
1 0．259
7 0．544
14 0．639
21 0．727
28 0．796
90 1．054
180 1．189
270 1．297
360 1．410
根据所预测的数据类型选用所属的至少 2种不
同的单模型预测方法来预测试样中发生的蠕变量，
记各单项模型预测方法为 gi(x)，i = 1，2，…，m，由
各种单模型预测方法得到的不同的钢骨混凝土蠕变
样本的预测结果。
当前用来预测混泥土蠕变程度的可选合理模型
选用 3 种:ACI-209、ASSHTO、CEB-FIP，所选用的 3
种合理模型预测结果如图 2所示。
图 2 3种数学模型对蠕变系数的时变预测
3种模型的数学表达式如下:
ACI-209:g1(x)= 1．924 ×
t0．6
10 + t0．6
ASSHTO:g2(x)= 0．995 ×
t
24．65 + t
CEB-FIP:g3(x)= 2．265 × (
t
364．31 + t
)0．3
根据以上选取的 3 个单项模型，建立变权重的
多模型合并预测总模型，基于预测误差平方和最小，
使用 Bootstrap再抽样得到的 1 000组再抽样样本数
据，建立优化问题求解各组 Bootstrap 样本的权重函
数 wi(x)的待定系数，并对权重函数 wi(x)进行归
一化处理，得到 1 000 组不同的 wi(x)，便可得到
1 000个不同的变权重预测总模型，根据待预测的输
入量，由预测总模型可得到对应预测结果
yj = gAcp(xj) j = 1，2，…，N
则 K 组 Bootstrap 与变权重的模型合并预测
值为
Yb =［yb1，y
b
2，…，y
b
N］ b = 1，2，…，K
对 Yb 按列进行从大到小排序，我们取显著性水
平为 0．1，由经验百分位法得到各个数据点预测值的
置信水平为 90%的置信区间估计为
［ybj，0．05，y
b
j，0．95］ j = 1，2，…，N;b = 1，2，…，1 000
其中置信区间的上界和下界为经验百分位数，
分别对应于每个数据点的预测结果的第 50 和第
950个值。算例 1 蠕变系数合并预测的 90%置信区
间见表 2。通过计算，预测结果如图 3所示。
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表 2 算例 1蠕变系数合并预测的 90%置信区间
加载后
混凝土的
龄期 /d
实测蠕变
系数
变权重 90%
置信区间
固定权重 90%
置信区间
90 1．054 ［1．027，1．197］ ［1．120，1．173］
180 1．189 ［1．149，1．399］ ［1．291，1．318］
270 1．297 ［1．205，1．504］ ［1．378，1．451］
360 1．410 ［1．241，1．571］ ［1．433，1．511］
图 3 蠕变系数合并预测的 90%置信区间
从图 3可以看出，用来预测的数据都落在 Acp
的置信带内，而并没有落在 Cp 的置信带内，所以基
于 Bootstrap与变权重的多模型合并预测方法所估
计的置信区间可信度更高。
2．2 算例 2
超低循环疲劳是航空发动机轮盘最主要的失效
模式，对某涡轮盘(轮盘材料为镍基高温合金
GH4133)低循环疲劳试验件进行应力应变分析［22］，
获得涡轮盘销子孔边应力应变数据并通过试验得到
涡轮盘销子孔的低循环疲劳寿命数据。该例选用 4
种不同寿命预测模型［22］对涡轮盘销子孔的低循环
疲劳寿命进行预测。这 4 种模型的数学表达式
如下:
1)通用斜率公式为
Δεt =
3．5 ×(σb － σm)
E
(Nf)
－0．12 + ln
1
1 － ψ( ) 0．6(Nf)－0．6
2)Morrow 弹性应力线性修正公式，其表达
式为
Δεt /2 =
σ'f － σm)
E
(2Nf)
b + ε'f(2Nf)
c
3)修正的 Manson-Coffin公式，其表达式为
Δεt /2 =
σ'f
E 1
－
σm)
fg( ) (2Nf)b + ε'f(2Nf)c
4)Smith公式，其表达式为
σmaxεa =
σ'f
E
(2Nf)
2b + σ'fε'f(2Nf)
b+c
式中:σ'f = 2 525 MPa;ε'f = 12． 59;E = 1． 729 5 ×
105 MPa;fg = 1 547 MPa;b = －0．145 7;c = －1．114 6;
Δεt 为应变范围;εa 为应变幅值;Nf 为低循环疲劳寿
命;材料拉伸强度 σb = 1 126 MPa;断面收缩率 ψ =
0．31。
图 4 某发动机涡轮盘实物
采用传统合并预测法与变权重合并预测方法，
这两种模型合并方法与 Bootstrap 再抽样方法相结
合，比较各自对轮盘疲劳寿命的预测能力、验证基于
Bootstrap及变权重的多模型合并预测方法的工程适
用性。取 K = 1 000，运用 Bootstrap 方法对合并数据
进行 1 000 次再抽样，得到 1 000 组再抽样样本数
据。数据分成两个部分，前 5 组低循环疲劳寿命数
据作为合并区域数据，用于求解权重函数;最后 1 组
低循环疲劳寿命数据作为预测区域的数据，用于和
预测结果进行对比验证。
对合并数据使用 Bootstrap方法得到 1 000 组再
抽样样本，建立优化问题求解各组 Bootstrap 样本的
权重函数 wi(x)，并进行归一化处理，得到1 000个不
同的变权重预测总模型，根据待预测的轮盘应变范
围，由预测总模型可得到对应疲劳寿命的预测结果，
则 K组 Bootstrap与变权重的模型合并预测值为
Yb =［yb1，y
b
2，…，y
b
N］ b = 1，2，…，K
对 Yb 进行排序，取显著性水平为 0．05，得到各
个数据点预测值的置信水平为 95%的置信区间估
计为
［ybj，0．025，y
b
j，0．975］ j = 1，2，…，n;b = 1，2，…，1 000
其中置信区间的上界和下界为经验百分位数，
分别对应于每个数据点的预测结果的第 25 和第
975个值。通过计算，预测结果如表 3所示。
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表 3 算例 2多种低循环疲劳寿命预测方法的比
数据
使用
应变
范围
疲劳寿命
(实验值)
通用斜率
公式
Morrow
修正
公式
修正
Manson-
Coffin公式
Smith
公式
变权重
均值
变权重 90%
置信区间
固定权重
均值
固定权重 90%
置信区间
0．002 5 56 804 382 034 130 874 102 639 50 191 85 866 ［56 803，212 428］ 84 062 ［58 720，137 317］
0．003 0 50 111．1 171 921 49 105 43 367 24 150 48 152 ［40 424，66 823］ 38 818 ［27 676，59 055］
模型合并 0．003 5 27 357．5 92 085 23 480 22 651 13 363 28 643 ［19 853，33 334］ 21 058 ［15 241，30 867］
0．004 0 16 941．4 49 208 12 810 12 697 8 463 16 892 ［13 634，20 690］ 12 410 ［9 435，17 344］
0．005 0 6 909．5 18 508 5 629．7 5 677 4 148 6 826．6 ［5 094．6，10 701］ 5 537．8［4 490．7，7 270．4］
预测 0．007 0 2 078．7 5 192．8 2 320 2 341．7 1 833 2 326．6 ［1 842．8，3 582］ 2 164．7［1 916．1，2 612．9］
上述案例研究表明:结合 Bootstrap 再抽样方法
与变权重模型合并预测方法所估计置信区间比
Bootstrap方法与传统合并预测法相结合所估计的置
信区间大且包含试验结果，这表明基于 Bootstrap 与
变权重模型合并预测方法与试验结果有很好的一致
性。因此，用 Bootstrap与变权重的模型合并预测方
法对估计置信区间是有效的和可行的。
3 结论
针对工程中的多模型综合预测问题，提出了结
合 Bootstrap与变权重的多模型综合预测方法，首先
基于变权重策略，将权重取值与变量取值关联起来，
克服了传统合并预测方法中权重值无法随数据的改
变而得到更新的缺点。并且所用 Bootstrap 方法为
有放回的抽样，保证了求解的精度，进而可采用
Bootstrap 再抽样的结果进行统计推断。另外把
Bootstrap方法与变权重相结合对多模型问题进行合
并预测所获得的置信区间为所做预测提供了充分的
决策信息。文中给出的工程算例结果验证了所提方
法的合理性和可信度。
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